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Резюме.  В настоящей заметке исследуется взаимосвязь между оптимальными 

константами в двух неравенствах Соболева. 
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1. Введение  

 

 Неравенства Соболева широко используются в математической физике, 

в теории дифференциальных уравнений в частных производных. Изучение 

взаимосвязи между оптимальными константами в этих неравенствах 

актуально.  

 

2. Неравенства Соболева 

 

 Для удобства дальнейшего изложения примем следующие обозначения: 
p

R

p

p
n

dxxuu

/1

)( 









  , 1p  -норма в )( n

p
RL , индекс p  в  

p
   будем 

опускать при 2p , т.е. будем писать  . Для заданного    из интервала, где 


0

  при 2,1n , )2/(4
0

 n  при  3n , определим )2/(5,0   n . 

Для заданного    определим 
   1)1(  

Пусть  

 




0

1)(0 dtte t  ,  

гамма-функция Эйлера, 

dtttB 1
1

0

1 )1(),(0,0 

   , 

бета-функция Эйлера, )2/(/2 2/ nn

n
  ,  

                                                 
* Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики 05.05.2015 
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 В работе [1] доказано следующее  

Предложение 1. Пусть )()( 1 nRHxu  , где )()( 1

2

1 nn RWRH   пространство 

Соболева. Пусть  ,  выше определенные числа, )(
g

K определено 

формулой (1), )(pK
B

- формулой (2). Тогда справедливо следующее 

мультипликативное неравенство Гальярдо-Ниренберга –Соболева  
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Обозначим через  
0

K   наилучшую константу в неравенстве (3).  

Справедливо следующее  

Предложение 2. Пусть )()( 1 nRHxu  ,   выше определенное число. Тогда 

справедливо следующее неравенство Соболева 

)(2 1 nRH
uconstu 


,                                                    (4) 

где 
22

)(1 uuu nRH
 , const - некоторая положительная  постоянная, 

независящая от  )(xu .  

Обозначим через  
C

K   наилучшую константу в неравенстве (4). 

 

3.Результаты 

 

 Справедлива следующая    

Теорема 1. Пусть   вышеопределенное число,  
0

K - наилучшая константа в 

неравенстве (3), 
C

K -наилучшая константа в неравенстве (4). Тогда 

справедливо равенство 

0
KK

C
 .                                               (5) 

Доказательству теоремы 1  предпошлем следующие леммы.  

Лемма 1. Пусть 
0

K  -наилучшая константа в неравенстве (3), 
C

K -наилучшая 

константа в неравенстве (4), т.е. справедливы следующие неравенства 

Соболева 
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Тогда из неравенства (6) следует следующее неравенство 
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, следовательно, справедливо   следующее неравенство  
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Доказательство. Для доказательства леммы 1 нам понадобится следующее   

известное неравенство [2] 
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Перепишем неравенство (6) в следующем виде  
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Справедлива  

Лемма 2.Пусть справедливо неравенство (7). Тогда из неравенства (7) 

следует неравенство  
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Следовательно, справедливо неравенство 
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Доказательство.  Перепишем (7) в следующем виде 
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Применим этот факт к функции  
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следовательно, справедливо неравенство (11), т.е. 


C
K

K 
0

. 

 Теперь доказательство теоремы 1 следует из неравенств (8) и (11), т.е. 

имеем 
0

KK
C

 . Теорема 1 полностью доказана. Из предложения 1 в силу 

леммы 1 следует 

Предложение 3. Для наилучшей константы 
C

K  в неравенстве Соболева (7) 

справедлива оценка: 

0
KK

C
 . 

Результаты настоящей заметки анонсированы в работе [1] автора. 
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